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Chapter 1  Dérwées partielles, plan tan-
gent et vecteur normal:

1.1 Fonctions partielles et dérivées partielles:
1.1.1 Deéfinitions:

Définition 1:
Considérons f un champ scalaire défini sur un owvert U de R? et soit a € U
un point fixé. Il existe alors n > 0 tel que

V= <H]a’k_nvak+7][) cu

k=1

- Pour tout k =1,2,...,d, on considére la fonction réelle d’une seule variable
réelle dite fonction partielle donnée par

(fak)(t) = .f(a'la"aak—lat7ak+17"7a’d)
t € lag—mn,ar+n.

Définition 2:

Soit f un champ scalaire défini sur un ouwvert U de R? et soit a € U un point
fixé.

- Pour tout k = 1,2,...,d; on dit que le champ f admet une dérivée partielle
en a € U, par rapport & la variable xy, si la fonction partielle (f,,) admet un
nombre dérivée en a; noté

(52) @ = () ) = Jim (L) =Lel)) c e

oxy, t—ag

En particulier:
Considérons f un champ scalaire de trois variables définie sur un ouvert U de
R3 et & valeurs réelles.

f : UcCR)*—R
(nyVZ) — f<x7y7 Z)

- Pour tout Soit (a,b,c) € U fixé; il existe alors n > 0 tel que

Vo= la—na+n[x]b—nb+n[xlc—nc+n|
c U

On a alors trois fonctions réelles d’une seule variable réelle dites fonctions partielles

f(_vbvc)(t>:f(tvbvc> ; te]a—ﬂ;aJr'fl[

et
f(av—vc)(t>:f<a’vtvc); te]b—ﬂab‘“][
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et aussi
fla,b,=)(t) = f(a,b,t) ; t € Jc—m,c+nl.
- La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x au point (a,b,c) € U
si le nombre dérivé

<ﬂ) (a,b,c) = lim <f(a:, b.e) = flab, C)) existe dans R.

ox z:a Tr—a

- La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a y au point (a, b, c) € U
si le nombre dérivé

<g) (a,b,c) = lim (f(a, y.0) — fla,b, C)) existe dans R.

8y yzb y—>b

- La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a z au point (a, b, c) € U
si le nombre dérivé

<%> (a,b,c) =lim (f(a, b,2) — f(a,b, C)> existe dans R.

Z—C —_
0z 2 z—c

Exemple:
- Soit le champ scalaire

f R — =11
(l’,y,Z) — f(xayaz):Sin(x_'_y)

z

dont le domaine de définition
Dy =(RxRxR").
- Pour tout
(a,b,¢) € Dy;

on a trois fonctions partielles.
- La fonction partielle

fo = f(=b¢c):R—[-1,1]
r — f(x,b,c):sin(x+b)

C

admet un nombre dérivé en a € R dit dérivée partielle, par rapport & la variable
x, du champ f en

(a,b,c) € Dy
et on a
8f T f(va7c) _f(a= b,C)
(5) @y — i (Lt Sl
— im (sin (””TH’) — sin (aTb)>
T—a Tr—a

- (e () e



- La fonction partielle
.fb = f((l,—,C)iR—>[—].,].]
y — fla,y,c)=sin <a—ty)

admet un nombre dérivé en b € R dit dérivée partielle, par rapport & la variable
y, du champ f en

(a,b,c) € Dy
et on a
8f T f(a, Y, C) — f(a= bv C)
(5) wner - i )

- La fonction partielle
fe = flab—): R — [-1,1]

b
z +— f(a,b,z)=sin (a+ )

z

admet un nombre dérivé en ¢ € R* dit dérivée partielle, par rapport a la variable
z, du champ f en

(a,b,c) € Dy
et on a

(%) ((1,, b, C) — lim (.f(a'7 ba Z) - f(a'7 ba C))

0z Z—c z—rc
~ lim (sin (“TH’) — sin (“Tb)>

zZ—C Zz — C

= (_—21) cos (a+b> eR
c c
Remarque:

- Un champ scalaire f qui admet des dérivées partielles premiére en a n’est
pas nécessairement continue en ce point.
- On considére le champ scalaire

f : R*—R
(z,y) — f(z,y)

donné par

e =) (F)s (@y) £,
f ) {<O >si (x,y) = (0,0



- Le champ scalaire f admet des dérivées partielles premiéres en

(0,0) € Dy = R?
et on a 9 0 0.0
ox z—0 x
£
et aussi on a 9 0 0.0
(20 (0.0) = oy (1020100
oy v0 Y
- Suivant la direction y = x on a
1six#0
f(:)s,zn):{ OsixiO
et on a
lim f(z.2) = 14 /(0,0).
4
- Suivant la direction y = —z on a
—1lsiz#0
f(:n,—:n):{ Osiaz:?éO
et on a

lim f(z,—z) = =1 # f(0,0).

z—0
- Il s’en suit que la fonction f n’est pas continue en (0,0).
1.1.2 Interprétation géométrique:

Considérons f un champ scalaire défini sur un ouvert U C R? et soient S la surface
d’équation
z=f(zy); (z,y) €U

passant par le point
(a,b, f(a,b)) €S (a,0) €U

- Le plan d’équation
y=>b

rencontre la surface S en une courbe C, donnée par

yib ;se{reR/ (z,b)€eU}.
z=fy(s) = f(s,b)

- La pente de la tangente a cette courbe C, au point
(a,b, f(a,1)) € (SN Cy)

est donnée par

(ﬁ> (a,b) = lim (f(s’b) - f(a’b)) eR

ox s—a Ss—a
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- De méme; le plan d’équation
r=a
rencontre la surface S en une courbe C, donnée par

y;t ste{yeR/ (a,y) €U}.
z=fo(t) = [ (a,t)

- La pente de la tangente a cette courbe C, au point
(a,b, f(a,b)) € (SNC)

est donnée par

(%) (a,b) zlim(f<a’t) _f(a’b)) eR

oy = t—>b

Définition 3:

Soit f un champ scalaire défini sur un owvert U de R? et soit A C U une
partie donnée.

- Pour tout k = 1,2,...,d; on dit que le champ f admet une dérivée partielle
sur A C U, par rapport & la variable zy, si la fonction partielle (f,) admet un
nombre dérivée en tout point xp ou

x = (21, ., Tpy ..., kq) € A C U.

On obtient alors un champ scalaire
of
_— | R
&nk
1.1.3 Exemples:

1- Le champ scalaire
f : R*—R
z — f(z,y) = (2?siny)

admet des fonctions dérivées partielles premiéres sur R? et on a

(g) (2.y) = (2asiny) ; (2,y) € B?

et aussi on a 3
(a—D (z,y) = (2% cosy) ; (z,y) € R

2- Le champ scalaire
g : R*—R
( 2xy )
z — g(@y2) =TT

1+z2+4+yz
6
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dont le domaine de définition

Dy = {(2,y,2) € R® /| (1 +ay+yz) # 0}

admet des fonctions dérivées partielles premiéres sur Dy et on a

(%) (z,y,2) = <( 2v (1 + 92) 2) » (2,y,2) € Dy,

1+ 2z +yz)
on a aussi 5 (1 )
q r(l+zz
—(r,y,2) = ; (x,y,2) € D
oy (©¥?) <(1+:)sz+yz)2) (7.9.2) € Dy
et aussi

dg —sz(x—l-y))
a_ IR - ; IR GD'
0z (z,y,2) ((1+9:z+yz)2 (#,2) 7

- On obtient ainsi la relation aux dérivées partielles

99 ( ) = _1tyz ( )
x 6:1: r,Y,z)= 1+I’Z+y2’ ag\r,y,z),

la relation aux dérivées partielles

99 ( ) = _ldze ( )
y ay $7yaz - 1+$Z+y2’ g $7yaz

et la relation aux dérivées partielles

5 9 (z,y,2) = — _rETYz (2,9, 2)
82 7y7 - 1+$Z+y2’ g 7ya

Ou encore la relation aux dérivées partielles

dg = 0Og 89_( 2g )

Tor Yoy e T\ Ttz tun

- On dit alors que le champ ¢ est une solution particuliere de 1’équation dif-
férentielle aux dérivées partielles

2u
%*?fa—ﬂ%—(ﬁmyz)-

dont 'inconnue est la fonction w.
3- Le champ scalaire

p : R}*—R
z — p(x,y,2) = (\/x2 +y? +22)
admet des fonctions dérivées partielles premiéres sur
A={(z,y,2) eR®/ (2,y,2) # (0,0,0)}

et on a

dp B x
(%) (Zl’,y,Z) - (\/m) (xaya Z) €A
7
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on a aussi

et aussi

(&)

(z,y,2) =
(z,y,2) €
(z,y,2) =
(z,y,2) €

z
a2+ y? + 22

A.

- On obtient ainsi la relation aux dérivées partielles

dp dp
) (356) i (011

- On dit alors que le champ p est une solution particuliere de ’équation dif-
férentielle aux dérivées partielles

o, (0
z&nyay

dont 'inconnue est la fonction w.

)+ ()
) (3)

)

1.2 Plan tangent et vecteur normal:

1.2.1 Introduction et définitions:

Introduction:
Soit f un champ scalaire défini sur un ouvert U de R2.
- Considérons la surface S d’équation paramétrique

s1

- Un point

r=s
y=t : (s,t) €U
z= f(s,t)
P =(a,b,c) €8S.
(a,b) e U et c= f(a,b).

- Une courbe C de la surface S est donnée par la paramétrisation



- Une telle courbe C de la surface S passe par le point
P = (a,b, f(a,b)) € Ssib=¢(a).

Définition:
- On dira que la surface S est "lisse” au voisinage de

P =(a,b, f(a,b)) €S

sl existe un plan P passant par ce point P et qui contient toute droite tangente
en P a toute courbe C de la surface S qui passe par ce point

P =(a,b, f(a,b)) € (SNCNP).
- Un tel plan , quand il existe, sera dit plan tangent a la surface S au point
P = (a,b, f(a,b)) € S.
- Un vecteur n € R3 sera dit normal & une surface S, au point
P =(a,b, f(a,b)) €S
s’il est normal au plan P plan tangent a la surface S en ce point
P = (a,b, f(a,b)) € (SNP).

Remarques:
- Soit f un champ scalaire défini sur un ouvert U de R? qui admet des dérivée
partielles premiéres en

(a,b) € U.

- On consideére la surface S d’équation paramétrique

T=3s
y=t : (s,t) €U
z = f(s,t)

lisse au voisinage du point
P = (a,b, f(a,b)) € S.
- Alors le plan tangent a la surface S en
P = (a,b, f(a,b)) € S.
est donné par I’équation
z=z+alr—a)+B(y—0>); (z,y) € R%
- Ce plan P passe par le point
P = (a,b, f(a,b)) € (SNP).

Il s’en suit que

20 = f(a,b).
Pr. Ch. Bensouda



- Le plan P, d’équation
T = a = cste

rencontre la surface S en la courbe
Co=(SNP,)

d’équation paramétrique

rT=a
y=t ; (a,t) € U.
z = f(a,t)

dont 1’équation de la tangente en
P: (a'7baf(aab)) € Ca = (Sﬂ'Pa)

est donnée par

s fle+ (3 ) @b b

et vérifie ’équation du plan tangent P au point
P = (a,b, f(a,b)) € (SNP).

On a alors

z= fla,b) + 5 (y —b)

8= (%) (a,b) € R.

- De méme; le plan P, d’équation

et on obtient

y = b= cste
rencontre la surface S en la courbe
Co=(SNPy)
d’équation paramétrique
{ xT=Ss
y=> ; (s,b) € U.
z=f(s,b)
dont I’équation de la tangente en
P = (a,b, f(a,b)) € C, = (SNPp)

est donnée par

2= fla,b) + (%) (a,0) (z — a)

et vérifie ’équation du plan tangent P au point

P = (a,b, f(a,b)) € (SNP).
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On a alors
z= f(a,b) +a(zr —a)

a= (%) (a,b) € R.

- Finalement, I’équation du plan tangent & la surface S au point

et on obtient

P = (a,b, f(a,b)) € (SNP)

est donné par I’équation

2= f(a,b) + (%) (a,0) (x — a) + (‘;—g) (a,0) (y — b).

- Par ailleurs; on considére le vecteur

o () w0 (L) 1) e

Pour tout point du plan tangent
M = (z,y,2) € P

on a

91 (a,b) T—a
n.PM = (éi(a,b)).( y—> )
—1 Z_f(a’b)

est un vecteur normal au plan P, plan tangent a la surface S au point
P =(a,b, f(a,b)) € (SNP)
donc normal a la surface S au point

P = (a,b, f(a,b)) € S.

- Il s’en suit que ’équation paramétrique de la droite normale a la surface S
au point
P =(a,b, f(a,b) €S

donnée par
A={M=(z,y,2) eER* /PM=Xn, NeR }
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est

y—bzA(ay)(a b ;AeR

z— f(a,b) = =\

- Et ’équation cartésienne de la droite normale a la surface S au point

P =(a,b, f(a,b) €S

T —a ﬂ(a,b)
( y—> )/\(%?f(a,b))O
z— f(a,b) -1

(x—a)%i(a,b)—(y—b)ﬂ(%b):
(az—a)+(z—f(ab))§?(ab) 0 .
(y—0)+ (2 — f(a,b)) 5,(a,0) =0

(%) (a,b) # 0 et (g—g) (a,b) #0,

alors ’équation cartésienne de la droite normale a la surface S au point

est donnée par

ou encore

Si de plus on a

P = (a,b, f(a,b)) €S

r—a y—>b [z~ f(a,b)
((%)(ab)> ((25)@,5))( —1 )

1.2.2 Exemples:

s’écrit

1- Soit le champ scalaire
f : R*>—R
(z,y) — [(z,y) =sin(zy)
On considére la surface S d’équation
z =sin(zvy) € R; (z,y) € R
- La surface § admet pour équation paramétrique
rT=s
y=t : (s,t) € R2
z = sin (st)

et passe par le point



- Le champ
f(x,y) =sin(zy) € R; (2,y) € R?

admet des dérivées partielles premiéres continues. La surface S est lisse au voisi-

P = <E —1,_—\/5) €S

nage du point
3’ 2

et admet un plan tangent P donnée par
1) () ) -3 () o
S GYROICHETE

ou encore
3:6—7ry+62’:27r—3\/§.

- L’équation de la droite normale est donnée par

(@) (@) - ()
(&) G-\ (%)@ - -

Fou (5) - () - (tﬁf)

ou encore
2r—6x\ (6y+6Y\ [2z+ V3
3 N T N -2 ’

2- Soit le champ scalaire

N =
B

g : R*—R
(z,y) — g(z,9)
donnée par
g(x,y) = (:B2 —dzy — 2y* + 122 — 12y — 1) . (z,y) € R?
On considére la surface S d’équation
z=g(z,y) €R; (z,y) € R

- La surface § admet pour équation paramétrique

xT=Ss

y=1t .

z = (s* —4st — 26> + 12s — 12t — 1)

- Le champ
z=g(z,y) €R; (z,y) € R%

13

Pr. Ch. Bensouda



admet des dérivées partielles premiéres continues. La surface S est lisse au voisi-

nage de tout point
P=(a,b,g(ab)) €S

et admet un plan tangent P en
P = (a,b,g(a,b)) € (SNP)

donnée par
B dg dg
s=gfan)+ (52) @i e-a+ () @n-0).
- Le plan tangent P en

P =(a,b,g(a,b)) € (SNP)

est horizontal si
z=2zp=g(a,b) =cste € R

Par identification; le point

P =(a,b,g(a,b)) € (SNP)

(2) = (2) @h =0

Il s’en suit que les points
P=(a,b,g(a,b)) €S

de la surface S en lesquels le plan tangent P est horizontal sont les solutions du

systeme
( =2z -4y +12=0
<8—9>( )=z+y+3=0

r=—4dety=1

vérifie le systéme

ou encore

Ainsi 'unique point en lequel le plan tangent P a la surface S est horizontal est
P=(-4,1,9(—4,1)) = (—4,1,-31).
3- Soit le champ scalaire
h : R*—R
(z,y) — h(z,y)= (2" —y?)
On considére la paraboloide S d’équation paramétrique

x =35
y=t .
z="h(st)=s>—1t2
- Par définition; la distance d’un point M & un ensemble E est donnée par
dis(M, E) = inf dis (P, M).
PCE
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Ainsi, la distance du point
M = (3,0,0)

a la paraboloide S est donnée par
dis(M,S) = inf dis (P, M) .
PeS

- Pour la distance euclidienne associée & la norme ||—||,, cette borne inférieure
est atteinte en un des points

P =(a,b,h(a,b)) eS

tel que le point
M = (3,0,0)

soit sur la droite normale & la surface S en
P =(a,b,h(a,b)) €S
- Déterminons alors les points
P=(z,y,h(z,y) €S

tel que le point
M = (3,0,0)

soit sur la droite normale a la surface S en
P = (z,y,h(z,y)) €S

- Le point
P=(z,y,f(z,y) €S

vérifie alors le systéme

- Si y # 0, on obtient

ou encore

Ainsi, on obtient les points

1 — 1
P = §7£’_ et Py = §’_ﬁ7_ .
22 2 2 2 2

- Si y = 0; le point
P=(z,0,2) €S

15
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vérifie le systéme
22—y’ =z
20+ —-3=0
22—y’ ==z
(x—1)(222+22x+3)=0

Ainsi, on obtient le point

ou encore

P3:(1,O,1)€S

En fin la distance du point
M = (3,0,0)
a la paraboloide S est donnée par

dis(M,S) = inf dis(P,M)
pes

= min dis(M, Py)

1<k<3

= min <\/5, @

e

)
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